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Розглянуто особливості просторового руху шпинделя верстата паралельної кінематики. Показано, що просторовий рух 
шпинделя зумовлює виникнення гіроскопічних моментів, які діють на шпиндель. Складені рівняння динамічної рівноваги 
шпинделя, встановленого на платформі верстата. Розроблено структурну математичну модель просторового 
переміщення шпинделя під дією гіроскопічних моментів. В результаті математичного моделювання визначено коливальні 
процеси в багатокоординатних верстатах паралельної кінематики. 





Верстати паралельної кінематики забезпечують обробку складних криволінійних поверхонь. При цьому, 
шпиндель верстата здійснює просторові переміщення, зокрема, поперечно-кутові переміщення. У верстатах 
паралельної кінематики застосовуються компактні мотор-шпинделі з високою частотою обертання 
150000 об/хв. і вище. Просторові рухи обертового шпинделя обумовлюють виникнення значних гіроскопічних 
моментів у шпиндельному вузлі. Гіроскопічні моменти суттєвим чином впливають на обертові деталі 
шпиндельного вузла. Це обумовлює виникнення інтенсивних коливальних процесів у динамічній системі 
верстата, а відповідно і динамічних похибок обробки. Тому дослідження коливальних процесів у 
багатокоординатних верстатах є актуальним. 
Проблема в загальному вигляді полягає в розробці високоефективних верстатів паралельної кінематики з 
високою частотою обертання шпинделя. 
Проблема пов’язана із важливими науковими і практичними завданнями розробки прогресивних 
конструкцій металообробного обладнання. 
В останніх дослідженнях і публікаціях[1] наведена значна кількість схемних і конструктивних рішень 
верстатів паралельної кінематики. Незалежно від типу верстата його основною складовою є високобертовий 
шпиндель [2]. В літературних джерелах [3] вказано, що ефективна обробка деталей має місце при частоті 
обертання шпинделя 50..150 тис. обертів за хвилину. Відомо, що в процесі роботи верстата має місце 
поперечно-кутове переміщення шпинделя із великими кутовими швидкостями [4]. При цьому виникають 
суттєві гіроскопічні моменти, які діють на шпиндель і тіла кочення підшипників, що обумовлює суттєві 
динамічні похибки обробки [5, 6]. Похибки обумовлені коливальними процесами у динамічній системі 
верстата, що мають складний характер. 
Результатів досліджень коливальних процесів у багатокоординатних верстатах паралельної кінематики, 
обумовлених гіроскопічними моментами, в літературних джерелах не виявлено. 
До невирішених раніше частин загальної проблеми відноситься встановлення закономірностей 
коливальних процесів у верстатах, обумовлених поворотним переносним рухом шпинделя. 
Метою досліджень є визначення особливостей коливальних процесів у багатокоординатних верстатах 
паралельної кінематики, обумовлених гіроскопічними моментами, які діють на шпиндель. 
Задачами досліджень поставлено встановлення динамічних навантажень на шпиндельний вузол, розробка 
математичної моделі та розрахунок коливальних процесів у багатокоординатних верстатах паралельної кінематики. 
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Виклад основного матеріалу досліджень. 
Багатокоординатні верстати паралельної кінематики характеризуються складним просторовим рухом 
ланок кінематичного ланцюга верстата. Платформа верстата 1 має шість ступенів вільності (рис. 1). 
           
  а б 
 
 в 
Рис. 1. Загальний вигляд верстата-гексапода (а) та схема просторових переміщень окремих ланок кінематичного 
ланцюга верстата (б, в) 
 
Три ступені вільності відповідають переміщенню платформи в напрямках вісей по координатах x, y, z. 
Поперечно-кутові переміщення платформи описуються її поворотом на кути φx, φy, φz відносно вісей координат. 
Кожна із штанг верстата змінює свою довжину за допомогою передач гвинт-гайка на величину l1, l2…l6. При 
цьому кожна штанга здійснює сферичний рух відносно нерухомого шарніра. Внаслідок сферичних рухів мають 
місце поперечно-кутові переміщення штанг, які описуються кутами ψ1, ψ2,…ψ6 та Θ1, Θ2,… Θ6. 
При поперечно-кутових переміщеннях окремих вузлів верстата виникають специфічні інерційні 
навантаження, які діють на пружну систему верстата. Інерційні навантаження обумовлені двома групами 
факторів.  
Перша спричинена виникненням гіроскопічних моментів внаслідок просторових поперечно-кутових 
переміщень окремих ланок кінематичного ланцюга верстата.  
Друга група факторів пов’язана із зміною інерційних властивостей динамічної системи верстата 
внаслідок переміщення обертових  ланок кінематичного ланцюга верстата. 
Для оцінки інерційних навантажень першої групи розглянуто переносні рухи характерних вузлів і 
деталей верстата. Зокрема, встановлено закономірності динаміки систем сферичного руху, які відображають 
просторові повороти ланок відносно відповідних точок (полюсів, центрів мас ланок).  
Характерним вузлом, на який діють навантаження першої групи, є обертовий шпиндель верстата. У 
верстатах паралельної кінематики використовуються шпиндельні вузли з частотою обертання 20000…150000 
об/хв і вище. Тому при повороті платформи навколо миттєвої осі обертання Q вісь шпинделя, який має велику 
кутову швидкість власного обертання  також повертається навколо вісі Q з кутовою швидкістю  .   
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                          а б 
Рис. 2. Просторове переміщення платформи верстата як поворот навколо миттєвої осі обертання Q (а) та 
прецесійний рух обертового шпинделя з виникненням гіроскопічного моменту Мк (б) 
 





шпиндель здійснює прецесійний рух з кутовою швидкістю прецесії  . Враховуючи, що     для визначення 
динамічних навантажень на шпиндель застосовано наближену теорію руху гіроскопів [7]. Головний момент 
кількості руху шпинделя складає  
K I    (1) 
де I – момент інерції шпинделя відносно власної осі обертання. 




Модуль гіроскопічного моменту відповідно (2) дорівнює 
  
sinKM I    
  
, (3) 
де θ– кут між віссю шпинделя і миттєвою віссю повороту виконавчого органу. 
Формули (1)-(3) визначають інерційні навантаження на платформу, які відносяться до факторів першої 
групи.  
Друга група факторів визначається сферичним рухом окремих ланок механізму [8]. Для кожної ланки 




d L L M
dt
  




 – вектор кінетичного моменту і-ї ланки;   – вектор кутової швидкості; M  – вектор головного моменту 
сил, який діє на рухому ланку механізму. 
Кінетичний момент являє собою добуток тензора інерції (Іij) на вектор кутової швидкості: 
  iL I 
   (5) 
Проекції кінетичного моменту визначаються залежностями: 
  x xx x xy y zx z
L I I I      , y xy x yy y yz zL I I I       , z zx x zy y zz zL I I I        (6) Врахування факторів другої групи, які визначають динамічні навантаження внаслідок перерозподілу мас, 
здійснено введенням змінних в часі тензорів інерції окремих вузлів динамічної системи верстата. Змінні в часі 
компоненти тензора , ...xx zyI I  визначені для кожної рухомої ланки верстата [5].  
Розв’язок системи рівнянь (5) проведено для кожної штанги. При цьому визначені силові фактори, які 
діють з боку штанг на платформу верстата. В результаті проведених досліджень встановлено, що динамічні 
моменти діють з боку штанг на рухому платформу хаотично. Наявність 6-ти штанг посилює ступінь 
невизначеності навантажень. Тому із значним ступенем достовірності можна прийняти моментні навантаження 
на платформу у вигляді випадкового вектора Mn  з координатами пxM , пyM , пzM . При цьому 
,пz пx пyM M M . 
Для математичного опису використано гармонічні ряди із періодичними випадковими змінами частоти 
гармонік [8]. Компоненти вектора момента подано у вигляді 
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пx kx ox x ax x kx
k
M A a t b t

        
 




пy ky oy y ay y ky
k
M A a t b t

        
(7) 
де *kxA , *kyA  - змінні випадковим чином амплітуди гармонік; ox , oy  - базові частоти гармонік змін моментів 
відносно вісей х і у; *xa , *ya  - амплітуди періодичних змін частоти гармонік; ax , ay  - частоти періодичних 
змін; *xb , *yb  - випадкові фази, що визначають періодичні зміни частоти; *kx , *ky  - випадкові фази окремих 
гармонік. 
Залежності (7) використані в подальшому для опису динамічних навантажень, які діють з боку штанг на 
платформу верстата.  
Для динамічної системи платформи рівняння (4)-(6) застосовані у спрощеному вигляді. При цьому 
розглянуто лише поперечно-кутові переміщення платформи навколо двох взаємно перпендикулярних вісей х і 
у. Прийнято, що переміщення платформи разом із шпинделем відповідає просторовим переміщенням 
еквівалентного твердого тіла навколо вісей х та у.  
Шпиндель має значний кінетичний момент. Це приводить до виникнення гіроскопічних моментів в 
динамічній системі шпинделя при наявності переносних поворотних рухів платформи. Поперечно-кутові 
переміщення платформи навколо вісі z не приводять до виникнення гіроскопічних моментів обертового 
шпинделя. Поступальні переміщення платформи в напрямках х, у та z також не дають додаткових навантажень 
у вигляді гіроскопічних моментів. 
Розглянемо поперечно-кутові переміщення платформи відносно вісі х. В площині, перпендикулярній вісі 
х платформа здійснює поперечно-кутові коливання незначної амплітуди, але високої частоти. Поворот 
платформи навколо вісі х характеризується кутом відхилення φх та кутовою швидкістю Ωх (рис. 3). 
Під діє зовнішніх силових факторів у вигляді моменту Мх  платформа здійснює обмежені поперечно-
кутові коливальні рухи відносно вісі х. Коливання мають незначну амплітуду і відбуваються в межах пружних 
деформацій пружної системи платформи. Пружні деформації визначаються еквівалентною крутильною 
жорсткістю сх. При поперечно-кутових коливаннях виникають сили опору. Вони характеризуються 
еквівалентним коефіцієнтом опору динамічної системи hх при поперечно-кутових переміщеннях платформи 
навколо вісі х. Для приведеної одномасової крутильної системи рівняння поперечно-кутових переміщень 





x x x x
d dJ h c M
dtdt
      (8) 
В рівняння входять еквівалентні параметри динамічної системи, зокрема інерційний параметр у вигляді 
еквівалентного моменту інерції платформи xJ , дисипативний параметр у вигляді еквівалентного коефіцієнту 
опору hх та деформативний параметр у вигляді еквівалентної жорсткості платформи при поперечно-кутових 
переміщеннях. З метою підвищення точності моделі дані параметри визначено теоретично та уточнено по 
результатам експериментальних досліджень. 
 
          
а      б 
Рис. 3. Поперечно-кутові переміщення платформи в площині, перпендикулярній вісі х (а) та динамічна модель 
поперечно-кутових коливань платформи відносно вісі х (б) 
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 Деформативний параметр сх визначається експериментально вимірами крутильної жорсткості платформи 
при її навантаженнях моментом сили відносно вісі х. Приведений момент інерції знаходиться на основі вимірів 






cJ    (9) 
Дисипативний коефіцієнт платформи відповідний її крутильним коливанням навколо вісі х. При 
наявності уточнених значень момента інерції Jx та крутильної жорсткості сх значення коефіцієнта опору 
знаходиться розрахунком по формулі 
  2x x x xh J c   (10) де ζх – відносний параметр затухання динамічної системи, який звичайно складає ζ=0,05..0,15. 
По уточненим значенням коефіцієнтів із рівняння (8) формується лінійна математична модель 
поперечно-кутових коливань платформи навколо вісі х. В даному випадку модель набуває вигляду коливальної 






x x x x x x
d dT T K M
dtdt
       (11) 





  - постійні 
часу динамічної системи платформи.  





( ) 2 1
x x
x
x x x x
S KW S
M S T S T S
       (12) 
де S – оператор Лапласа; φx(S) – зображення по Лапласу поперечно-кутового переміщення платформи навколо 
вісі х; Мx(S) – зображення по Лапласу моментого навантаження на платформу відносно вісі х. 
Дана модель використана для дослідження поперечно-кутових коливань платформи під дією зовнішніх 
моментних навантажень. 
В залежності від діючих на платформу моментів сил мають місце її поперечно-кутові переміщення, які 






    (13) 
Поперечно-кутові переміщення системи розраховуються згідно одержаної раніше моделі (12) 
диференціюванням значення поперечно-кутових переміщень платформи. При цьому математична модель для 





( ) 2 1
x x
x
x x x x
S K SW S
M S T S T S
       (14) 
Наведені вище передавальні функції (12), (14) утворюють фрагмент структурної схеми, який визначає 
поперечно-кутові переміщення платформи відносно вісі х при дії на неї моментних навантажень відносно вісі х 
(рис. 4). 
 
Рис. 4. Фрагмент структурної схеми, який визначає поперечно-кутові переміщення платформи навколо вісі х 
 
Коливання платформи відносно вісі х є переносним рухом для обертового шпинделя. 
При поперечно-кутових коливаннях платформи відносно вісі х на шпиндель діє гіроскопічний момент 
Мш. Згідно формули (3) наближено прийнято, що гіроскопічний момент, який діє на шпиндель, пропорційний кутовій швидкості переносного руху, в даному випадку Ωх. Коефіцієнтом пропорційності є кінетичний момент шпинделя. Відповідно гіроскопічний момент на шпиндель:  
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 Загальний крутний момент, який діє на платформу визначається сумою  
  Мх=Мпх+Мшх+Мрх (16) де Мрх – момент від дії сил різання; Мпх – динамічний момент, що діє на платформу з боку штанг відповідно (7). Він визначається на основі залежності  
  Мрх=ВxP  (17) де Bх – плече дії сили різання; Р – динамічна сила різання. Аналогічно визначається математична модель поперечно-кутових коливань платформи відносно вісі у. В 
площині, перпендикулярній вісі у платформа здійснює поперечно-кутові коливання в межах деформації  штанг 
та шарнірних з’єднань (рис. 5). 
 
 а б 
Рис. 5. Поперечно-кутові переміщенняплатформи в площині, перпендикулярній вісі у (а) та динамічна модель 
поперечно-кутових переміщень платформи навколо вісі у(б) 
 
Розглянута динамічна модель платформи відповідає одномасовій динамічній системі. Рівняння 
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де Jy – момент інерції платформи при її поперечно-кутових переміщеннях навколо вісі у; φу – кутове відхилення 
платформи відносно середнього положення; hу – коефіцієнт опору динамічної системи платформи при її 
поперечно-кутових коливаннях навколо вісі у; су – еквівалентна поперечно-кутова жорсткість динамічної 
системи. 
Коефіцієнти, які входять в диференціальне рівняння визначаються за формулами, аналогічними (9), (10). 
Рівняння динаміки при поперечно-кутових коливаннях платформи відносно вісі у приводиться до 
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 – параметр затухання поперечно-кутових коливань.  
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Використовуючи дану передавальну функцію знаходимо кутову швидкість поперечно-кутових коливань 





  . 
При цьому передавальна функція для знаходження кутової швидкості буде мати вигляд  
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Відповідно наведеним передавальним функціям побудовано фрагмент структурної схеми, який визначає 
параметри поперечно-кутових коливань платформи навколо вісі у (рис.6).  
 
 
Рис. 6. Структурна математична модель, яка визначає поперечно-кутові переміщення платформи навколо вісі у 
 
Коливання платформи відносно вісі у є переносним рухом для шпинделя. Внаслідок переносного руху 
виникає гіроскопічний момент, який діє на платформу відносно вісі х. 
  Мшу=ІшωшΩу=KGΩу, (22) 
Коливання платформи навколо вісі у відбуваються під дією зовнішніх моментів сил. Це, зокрема, 
моменти від дії сили різання Mpy, гіроскопічні моменти Mшy та моменти, які діють на платформу з боку окремих 
штанг Mпy. 
Загальний крутний момент відносно вісі х визначається сумою 
  Му=Мпу+Мшу+Мру (23) 
Момент від дії сил різання, який входить в формулу (23) визначиться залежністю 
  Мру=ByP  (24) 
Із наведеного вище випливає, що поперечно-кутові коливання платформи в двох взаємно 
перпендикулярних напрямках є взаємозалежними. Поперечно-кутові коливання платформи навколо вісі у 
викликають гіроскопічні моменти, які діють на платформу відносно вісі х. Аналогічно поперечно-кутові 
коливання платформи навколо вісі у приводять до виникнення гіроскопічних моментів, що діють відносно вісі 
у. Гіроскопічні моменти спричиняють зворотні зв’язки в динамічній системі поперечно-кутових коливань 




Рис. 7. Блок-схема математичної моделі поперечно-кутових коливань платформи із обертовим шпинделем 
 
Математична модель одержана об’єднанням складових (див.рис.4 та 6) із врахуванням залежностей (16), 
(17) та (23), (24). 
Перехідний процес, який визначає динаміку верстата визначено при ступінчастій зміні сили різання від 




















































При цьому визначено перехідні функції, відповідні поперечно-кутовим переміщенням шпинделя 
відносно вісей х і у, а саме 
Hφх(t), Hφy(t). 
На основі визначених перехідних функцій шляхом диференціювання знайдені імпульсні характеристики 


















Диференціювання здійснено в окремих  блоках моделі. 
Модель включає велику кількість параметрів, тому проведена оцінка адекватності моделі. Для цього 
результати розрахунків порівнювались із експериментальними даними. Експериментальні виміри проведені при 
імпульсному ударному навантаженні шпинделя верстата в напрямку дії сили різання [12]. Виміри поперечно-
кутових переміщень шпинделя здійснено тріангуляційним лазерним вимірювачем з точністю вимірів 0,2 мкм. 
Для цього два вимірювачі встановлювались на деякій відстані E по висоті шпинделя, а кутове переміщення 
визначалось у вигляді 1 2( ) ( )( )x t tt E
    . 
Одержаний в результаті експериментальних вимірів перехідний процес мав випадкову складову і 
затухав, здійснюючи 4..5 повних коливань (рис.8а). 
    
а б 
Рис. 8. Порівняння експериментально  визначеного коливального процесу (а) із розрахунковим (б) 
 
Час перехідного процесу виміряний експериментально складає tп=0,45..0,55 с., а розрахунковий час 
перехідного процесу сягає 0,8..0,9 с. Розрахунковий процес має дещо більшу коливальність. Число повних 
коливань за час перехідного процесу складає 7..8 (рис. 8б). 
Розрахункова частота коливань по головних максимумах складає близько 9,5 Гц., а експериментально 
визначена 10,5 Гц. Частота високочастотних пульсацій, визначена розрахунком, складає 55 Гц., а пульсації 
експериментально визначеної залежності мають частоту 47 Гц [13]. 
Із порівняння розрахункових та експериментальних залежностей зроблено висновок про адекватність 
розробленої математичної моделі. 
Модель використано для дослідження коливальних процесів переміщення шпинделя. 
Розрахункові значення поперечно-кутових переміщень шпинделя відповідають коливальним процесам із 
випадковими складовими (рис. 9). 
 
 
Рис. 9. Розрахункові коливальні процеси верстата паралельної кінематики, які визначають поперечно-кутові 
переміщення шпинделя відносно вісі х (крива 1) та вісі у (крива 2) при імпульсній зміні сили різання 
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 Із результатів розрахунків випливає, що коливання платформи навколо вісей х і у мають близькі частоти, 
які складають 9,2..9,8 Гц по головним максимумам. При цьому, частоти коливань навколо вісі у на 8..12% 
менші частот коливань навколо вісі х. Між коливальними процесами наявне фазове зміщення. При цьому, 
коливання навколо вісі х випереджають по фазі коливання навколо вісі у на величину 0,1..0,2 періода коливань 
по головним максимумах. 
 
Висновки 
1. Встановлено, що наявність високообертового шпинделя обумовлює виникнення суттєвих 
гіроскопічних моментів, які діють на платформу верстата паралельної кінематики. Дані моменти 
залежать від кутової швидкості поперечно-кутових переміщень платформи і забезпечують 
параметричний зв'язок коливань платформи навколо двох взаємно-перпендикулярних вісей. 
2. Доведено, що динамічні переміщення платформи обумовлюють поперечно-кутові коливання штанг, 
результатом яких є виникнення додаткових моментних навантажень на платформу. Проекції 
навантажень рекомендовано подати у вигляді полігармонічних процесів із випадковими 
амплітудами та випадковими початковими фазами, при цьому частота моментних навантажень має 
невеликі зміни синусоїдального виду і випадкового характеру. 
3. Для визначення коливальних процесів у верстатах паралельної кінематики доцільно використати 
двомасову динамічну модель, яка описує поперечно-кутові коливання платформи із шпинделем 
навколо двох взаємно-перпендикулярних вісей і встановлює параметричний зв'язок коливань, який 
є результатом наявності обертового шпинделя, а відповідно дії гіроскопічних моментів на 
платформу верстата.  
4. Показано, що динамічні властивості верстата паралельної кінематики характеризується 
структурною схемою із перехресними зворотними зв’язками по кутових швидкостях  поперечно-
кутових коливань платформи. При цьому динамічний вплив штанг може бути поданим у вигляді 
незалежних випадкових моментів, які діють на окремі підсистеми, що описують поперечно-кутові 
коливання платформи відносно двох взаємно-перпендикулярних вісей. 
5. Встановлено, що розроблена математична модель є адекватною і розраховує відповідні 
експериментальним даним коливальні процеси. При цьому, основні частоти поперечно-кутових 
коливань платформи навколо вісей х і у є близькими і складають 9,2..9,8 Гц, а коливальні процеси 
мають високочастотні складові з частотою 45..55 Гц. 
6. Як напрямок подальших досліджень рекомендується дослідити вплив нелінійних характеристик 
шарнірів і передач в кінематичних ланцюгах верстата паралельної кінематики на динамічні 




Аннотация. Рассмотрены особенности пространственного движения шпинделя станка параллельной кинематики. 
Показано, что пространственное движение шпинделя обуславливает возникновение гироскопических моментов, которые 
действуют на шпиндель. Составлены уравнения динамического равновесия шпинделя, установленного на платформе 
станка. Разработана структурная математическая модель пространственного перемещения шпинделя под действием 
гироскопических моментов. В результате математического моделирования определены колебательные процессы в 
многокоординатных станках параллельной кинематики. 




Abstract. The aim is to determine the characteristics of oscillatory processes in a multi parallel kinematics machines, due to 
gyroscopic moments acting on the spindle. 
Research challenges raised establishing dynamic loads on the spindle hub, the development of a mathematical model and calculation 
of vibration processes in a multi parallel kinematics machines. 
To solve these problems in the article the features of spatial movement parallel kinematics machine tool spindle. It is shown that the 
spatial movement of the spindle causes the appearance of gyroscopic moments acting on the spindle. Composite dynamic equilibrium 
equation spindle mounted on the platform of the machine. Structural mathematical model of the spatial displacement of the spindle 
under gyroscopic moments. It is shown that the dynamics of the machine parallel kinematics is characterized by structural pattern 
with cross feedback angular velocity transverse angular vibration platform. In this dynamic influence of rods can be provided in the 
form of independent random moments acting on individual subsystems, describing cross-platform angular fluctuations relative to two 
mutually perpendicular axes,. Established that oscillatory processes in dynamical systems with low-frequency component of the 
machine with frequencies 9,2..9,8 Hz and high-frequency components with frequency 45 ... 55 Hz. 
Keywords: parallel kinematics machine, spindle rotation, gyroscopic moment, mathematical model, the oscillatory process. 
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